Universidad Notas de ensefianza: Matematicas Ill. Periodicidad y repeticion
Tecmilenio

Estimado colega:

El propésito de esta guia es proporcionarte lineamientos practicos que te ayuden a realizar tu
labor docente de manera mas organizada y precisa para enriquecer tu clase y cubrir de manera
plena el temario para esta materia.

Se exponen guias y consejos de cada tema para que la ensefianza se facilite y te sea sencillo
transmitir el conocimiento abstracto que cada tema supone, siempre aclarando los tecnicismos
de los procedimientos y aplicaciones que ayuden al estudiante a visualizar la aplicacién de
estos.

Las pantallas que muestran ejemplos se obtuvieron directamente del software que se esta
explicando en la computadora para fines educativos.

En este curso utilizamos la plataforma tecnoldgica ALEKS. Es importante motivar a los alumnos
para practicar las actividades previas y de entrenamiento con el objetivo de mejorar el
desempefio en cada una de las tareas y examenes del curso.

La geometria es la ciencia que estudia las proporciones y las medidas de la extensién. Se veran
diversos tipos de angulos y triangulos, y los alumnos aprenderan como hacer célculos para la
circunferencia.

La trigonometria se dedica al estudio de la relacion entre los lados y los angulos de los
triangulos. Los alumnos veran que existen diversas relaciones entre los lados de los tridngulos
y que se pueden formar algunas funciones trigonométricas, las cuales graficaran por medio de
recursos tecnolégicos.
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Contenido para el profesor ALEKS

1.1 Tipos de angulos

e Angulos agudos, obtusos y rectos.

e Hallar el complemento o suplemento de un angulo dada una figura.

e |dentificar angulos suplementarios y angulos opuestos por el vértice.

e |dentificar pares lineales y angulos opuestos por el vértice.

e Hallar medidas de dngulos dadas dos rectas que se intersectan.

e Resolver ecuaciones que involucran angulos opuestos por el vértice.

e Resolver una ecuacion que involucra angulos complementarios o suplementarios.
e Introduccion a la suma de angulos.

1.2 Tipos de triangulos

e Triangulos acutangulos, obtusangulos y rectangulos.
¢ Hallar la medida de un angulo de un triangulo dados dos angulos.
¢ Hallar las medidas de los angulos de un triangulo dados angulos con variables.

e Hallar las medidas de los angulos de un triangulo rectangulo o is6sceles dados angulos
con variables.

Es importante utilizar algunos ejemplos de ALEKS para la explicacion del tema. A continuacion,
se presentan algunos ejemplos:

EXPLICACION

* Los angulos opuestos por el vértice son angulos no adyacentes que se forman
cuando dos rectas se intersecan.

Por ejemplo, £2 y £ 5 son dngulos opuestos por el vértice.

7/8
R 3f/4
Q Otros angulos
opuestos por el
vértice
i m
« Los angulos suplementarios tienen medidas que suman 180°.
Cuando dos lineas rectas se intersecan, los angulos adyacentes son suplementarios.
7/8
Por ejemplo, £1 y £ 35 son &ngulos suplementarios. 31

@ Otros angulos suplementarins)
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EXPLICACION
Necesitamos observar las medidas de los angulos de los tridngulos.
« En un tridangulo acutédngulo, cada dngulo es agudo. (Cada dngulo mide menos de 90°.)
s En un tridngulo obtusdngulo, hay un dngulo obtuso. (El dngulo mide mas de 90°.)

» En un tridngulo recténgulo, hay un dngulo recto. (El angulo mide 90°.)

Cada angulo Este angulo
mide i
ggfnos de mide Este dngulo
Este angulo mide
mide gnl
mas de 90° v
N/ i
N
15° e /
Cada angulo es agudo. Hay un angulo obtuso. Hay un a@ngulo recto. Hay un a@ngulo recto.
Por lo tanto el triangulo es  |Por lo tanto el tridangulo es Por lo tanto el triangulo es  |Por lo tanto el triangulo es
acutangulo. obtusangulo. rectangulo. rectangulo.

¢ Fomenta una lluvia de ideas por parte de los alumnos para identificar y establecer los
conceptos basicos de los tipos de angulos y triangulos.

e Busca que los alumnos expliquen los conceptos mas importantes del tema y que
mencionen ejemplos de acuerdo con su experiencia.

Contenido para el profesor ALEKS
2.1 Elementos de la circunferencia

¢ Circunferencia de un circulo.

e Introduccién a un circulo: diametro y radio.

e Tangentes a un circulo: problema tipo 1.

e Tangentes a un circulo: problema tipo 2.

¢ Hallar el radio o el diametro de un circulo dada su circunferencia.

2.2 Angulos de la circunferencia

e |dentificar &ngulos centrales, &ngulos inscritos, arcos, cuerdas y tangentes de un circulo.
e Angulos centrales y angulos inscritos en un circulo.

e Angulos inscritos en un circulo.

e Angulos de secantes y tangentes que se intersectan.
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2.3 Perimetro y area de una circunferencia

e Areade un circulo.
e Circunferencia y area de un circulo.
¢ Distinguir entre el &rea y la circunferencia de un circulo.

Contindia con los siguientes pasos para el desarrollo del tema:

¢ |Inicia la clase haciendo una reflexién sobre la importancia de establecer la diferencia
entre circulo y circunferencia.

¢ Menciona los elementos de la circunferencia e identificalos en un grafico.

o Explica los diferentes tipos de dngulos que se pueden encontrar en una circunferencia.

Ejemplos de ALEKS:

@ EXPLICACION

(a) un angulo central es un angulo cuyo vértice es el centro del circulo.

/
Un angulo inscrito tiene su vértice en la circunferencia del circulo. Sus W &
\

lados intersecan el circula.

Se nos pide que nombremos un &ngulo inscrito. Podemos seleccionar £ XU,

Dos puntos cualesquiera dividen la circunferencia de un circulo en dos

partes o arcos.

El arco mas corto es un arco mener y el arco mas largo es un arco mayor.

Si los dos puntos se encuentran en un didmetro, entonces cada arco es un
semicirculo. W

Para indicar un arco menor, escribimos los puntos

—~
extremos del arco y trazamos el simbolo sobre

estos.

Para indicar un arco mayor, escribimos los puntos A .
93 :Por qué?
extremos y un punto entre ellos.

Se nos pide que nombremos un arco mayor. Podemos seleccionar UV .

Se nos pide que nombremos un arco menor. Podemos seleccionar UV
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f” . e \‘\
§ Problema Explicacion )

(d) Una cuerda es un segmento cuyos puntos extremos se
encuentran en la circunferencia del circulo.

Una linea recta tangente es una linea recta que interseca el circulo
exactamente en un sclo punto.

Un segmento tangente es un segmento de una recta tangente que
contiene el punto de interseccién.

Un segmento tangente es perpendicular al diametro y al radic en el punto de interseccidn.
Se nos pide que nombremos una segmento tangente. Podemos seleccionar UZ.

(e) La medida de un arco menor es igual a la medida de su dngulo central.
(Los lados del angulo central incluyen los puntos extremos del arco.)

La medida del arco mayor es igual a 360° menos la medida del arco menor con los mismos
puntos extremos.

La medida de un semicirculo es 180°.

Nos piden hallarm £ UTV, y «# UTV es un angulo central.
—_—
La medida del arco menor UF es igual a la medida de =« UTTF.

m/UTV=m UV =100°

Para conocer mas sobre ejercicios de angulos, revisa el siguiente video:
Math2me. (2010, 3 de diciembre). Ejercicios de angulos en circunferencia — HD [Archivo de
video]. Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=NtnVVsV34Tc

Contenido para el profesor ALEKS

3.1 Definiciones y signos de funciones trigopnométricas

e Convertir de grados, minutos y segundos a grados decimales.

e Convertir entre las medidas grado y radian: problema tipo 1.

e Convertir un grado decimal a grados, minutos y segundos.

e Convertir entre grados y radianes: problema tipo 2.

e Razones del seno, coseno y tangente: variables en las longitudes de los lados.
e Razones de seno, coseno y tangente: nimeros en las longitudes de los lados.
e Trazar un angulo en posicion estandar.

En ALEKS, se presentan problemas como el siguiente:
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Convertir entre grados y radianes : Problema tipo 2

0 PREGUNTA

Convertir —33.6° a radian.

Redondear su respuesta a la centésima mas cercana.

@ EXPLICACION

T
Ya que 180 grados = = radianes, 1 grado = E radianes.
n
Por lo tanto para convertir —33.6 grados a radianes, multiplicamos por ——.

180

—33.6°= —33,6(%) radianes = —0.5864... radianes = —0.59 radianes

@ RESPUESTA

La repuesta es —0.59 radianes.

3.2 Circulo unitario

e Hallar las coordenadas para angulos especiales en el circulo unitario.
e Hallar un punto en el circulo unitario dada una coordenada.
e Hallar razones trigopnométricas a partir de un punto en el circulo unitario.
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@ EXPLICACION

T
Estos son los puntos terminales en el circulo unitario de los multiplos positivos de 3 y

o=
a

T T
Multiplos positivos de I Multiplos positives de E

%)) miltiplos
negativos

57
Tenemos que hallar el punto terminal determinado por ?

\/3_%)_

La figura de la derecha indica que este punto es (— e

2

3.3 Valores de funciones trigonométricas para angulos especiales

e Triangulos rectangulos especiales.

e Tridngulos rectangulos especiales.

e Angulos coterminales.

e Angulos de referencia: problema tipo 1.
e Angulos de referencia: problema tipo 2.

Grafico 3.2 Funciones principales y reciprocas, sus cuadrantes y funciones positivas (signos).

Funciones principales

) —-x ¥
Senor== Cosar =—— Tana =—
r r —x

Funciones reciprocas

r -Xx
Csca = Secar =— Cota = —
; . v

Imagen obtenida de la plataforma tecnoldgica Tecmilenio.
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Contenido para el profesor ALEKS

4.1 Graficas de seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante

Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

e Traza el grafico de una funcidn seno o coseno: problema tipo 1.

e Traza el grafico de una funcién seno o coseno: problema tipo 2.

e Traza el grafico de una funcion seno o coseno: problema tipo 3.

Ejemplos de ALEKS:

.1), . e \\\
, Problema Explicacién )

Trazar el grafico de la funcion seno o coseno: Problema tipo 2
o PREGUNTA

el
2
Trazar el grafico de la ecuacion y = 2003(—)'x).

@ EXPLICACION

5
2
Vamos a examinar el grafico de y = cosx, luego el de y = 2cosx, y finalmente el de y = 2003(:1).

Siguiente problema >

s Para trazar el grafico de y = cosx, vamos a marcar varios puntos clave como mostramos Q Cémo obtener el
grafico

adelante.

=
[

[SEE
o
]
3

N - ¢ »
3; Il
2z 0
>
2n 1 T
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Problema Siguiente problema =

T
Observemos que los puntos clave comienzan en x = 0 y ocurren cada 5 unidades en el eje x.
Estas entradas nos dan las salidas —1 (un minima) , 0 (una interseccién en x), 6 1 (un maximao).

Los puntos desde x = 0 hasta x = 2r cubren exactamente un periodo.

« Para obtener el grafice de y = 2cosx, multiplicamos las coordenadas y de los puntos en el gréfico anterior por 2.

Nos podemos concentrar en nuestros puntos clave.

x V= cosx y=2cosx A

0 1 2 - I
z 0 0 /
2

2]
=

n -1 -2 ' ] 2
0 0 N |

-

|L:|
;
v

5]
a
—
[
T
t

Observemos que el grafico original de y = cosx ha sido estirado verticalmente.
Problema Explicaci Siguiente problema =>

2
* Ahora vamos a trazar el grafico de y = ECGS(Ex).

5
Observemos que ya no tenemos un angulo de x, sinc de gx.

2 b 3n
Para obtener puntos clave para el grafico, queremos gque el angulo Ex sea igual a 0, E' m, T o 2m.
3n 3n 9n i
Esto quiere decir que x es igual a 0, S 0J3m Q
2 (2 ) 1
b —x |y=2cos| —x
) 3 }
0 0 2 /
L . 0
4 2 [} = I 3x 4%
At
3—7[ s -2
2 2l w
on 3n 1
— — 0
4 2
3n 2n 2

5
Observemos que irde y =2cosxay= ECOS(EI) conlleva un estiramiento herizontal del grafico.
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RESPUESTA

¢ Inicia el tema haciendo referencia a las diferentes gréaficas de las funciones
trigonométricas, como seno, coseno y tangente.
e Asegurate que tus alumnos comprendan los conceptos de amplitud, periodo y
desplazamiento.
e Prepara ejemplos de las diferentes formas de analizar una gréfica de funciones
trigonométricas.
¢ Motiva a los alumnos a emplear graficadores como Graphmatica.
Graphmatica es un programa muy sencillo en su uso para graficar ecuaciones
de licencia libre. Lo puedes descargar en la siguiente
pagina: http://www.graphmatica.com/espanol/

Contenido para el profesor ALEKS

5.1 Calculo de angulos y valores trigonométricos mediante recursos tecnoldgicos

e Utilizar una calculadora para aproximar los valores del seno, coseno y tangente.
e Utilizar el teorema de Pitagoras para hallar una razén trigonométrica.
e Hallar razones trigonométricas dado un triangulo rectangulo.

5.2 Interpretacion de funciones trigonométricas en un contexto real

e Utilizar una razon trigonométrica para hallar la longitud de un lado en un tridngulo
rectangulo.

e Utilizar una razon trigonométrica para hallar distancias.

e Utilizar una razén trigonométrica para hallar la medida de un angulo en un triangulo
rectangulo.

e Utilizar una razon trigpnométrica para hallar &ngulos de elevacion y depresion.

e Resolver un triangulo rectangulo.
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Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

¢ |Inicia el tema indicando la importancia de modelar matematicamente un problema.
¢ Recomienda hacer uso de modelos en los cuales el alumno observe la relacién entre el
teorema de Pitdgoras y los triAngulos rectangulos.

Para conocer mas sobre funciones trigopnométricas, te recomendamos visitar la pagina web:

Pérez, J. (s.f.). Grafica de las funciones trigpnométricas. Recuperado de
http://www.uaeh.edu.mx/scige/boletin/prepa3/n1/m10.html

Para conocer mas sobre identidades trigopnométricas que podras utilizar en la resolucion
de los ejercicios planteados, te recomendamos visitar la pagina web:

Khan Academy. (s.f.). Gréaficas de funciones trigopnométricas. Recuperado
de https://es.khanacademy.org/math/trigonometry/trig-function-graphs

Para la realizacion de las gréficas de funciones trigopnométricas, existen diferentes editores
gréficos. Se realizaran las gréficas con el graficador Graphmatica descargado anteriormente.

En el médulo 11, el alumno sera capaz tanto de modelar diferentes situaciones y resolverlas una
vez que las relacione con un triangulo, independientemente de la medida de sus angulos, como
de utilizar el teorema de Pitagoras, asi como las leyes de senos y cosenos para el planteamiento
y solucién de diferentes situaciones hipotéticas o reales.

En ocasiones desconocemos la capacidad que tenemos para realizar una actividad. Con los
siguientes ejercicios planteados, el alumno lograra identificar los datos necesarios. El estar
acomodados de una forma adecuada ayudaran al alumno a encontrar la solucion a los distintos
tipos de triangulos mediante pasos especificos.

6.1 Demostracion y verificacion de identidades trigonométricas

e Simplificar expresiones trigonometricas.

e Verificar una identidad trigonométrica.

o Verificar identidades trigopnométricas: problema tipo 1.

e Demostrar identidades trigonométricas: problema tipo 2.
e Demostrar identidades trigonométricas: problema tipo 3.
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Ejemplos de ALEKS:
Verificacion:

Siguiente problema >

e PREGUNTA

Demostrar la identidad.

(1 + tanzx) cot'x = esex

@ EXPLICACION

Vamos a comenzar en el lado izquierdo.
Vamos a transformarlo paso a paso hasta que sea idéntice al lado derecho.

(1 + tan‘x)cot‘x =gec xcot'x Identidad pitagérica:sec™x = 1 +tan"x
1 2 - 2
= 7~ |cot™x Identidad de reciprocos para la secante:sec’x = -
cosx cosx
2 2
1 cosx 2 cos’x
=\ —= | /T Identidad de cocientes para la cotangente:cot™x = —/——
cos™x smx s x
1 .
=" Algebra: cancelamos factor(es) comuin(es)
s x
2 i B 1
=esc Identidad de reciprocos para la cosecante:cse x = a1
sm x
sz
Demostracion:
Siguiente problema
Demostrar identidades trigonométricas: Problema tipo 2
o PREGUNTA
Demostrar la identidad.
2
COsX T cosxtan x = secx
@ EXPLICACION
vVamos a comenzar en el lado izquierdo.
Vamos a transformarle paso a paso hasta que sea idéntico al lado derecho.
cosx+ cosxtan™y = cosx(1+tan’y)  Algebra: Factorizamos cosx
= cosxsec y Identidad pitagérica: sec”x = tan"x+ 1
L 2 ;
= sec’x Identidad de reciprocos de la secante
secx
= gecx Algebra: Cancelamos factores comunes

Esta es una posible respuesta.
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RESPUESTA

Proposicion Regla

Algebra

Pitagdrica

= —secx Reciproco
o

= secx Algebra

Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

¢ Inicia el tema presentando el concepto de identidades trigonométricas.

Las identidades trigonométricas son expresiones de igualdad donde se involucran las
funciones trigopnométricas (seno, coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente). También
nos ayudan a expresar una funcion de distintas formas mediante la simplificacion de
expresiones que tienen incluidas a estas funciones.

¢ Fomenta la lluvia de ideas por parte de los alumnos para identificar y establecer los
conceptos de identidades.
e Se recomienda realizar operaciones basicas con las propiedades.

Se sugiere estudiar el siguiente video:

Para conocer mas acerca de la demostracion de las identidades trigonométricas, te invitamos
a ver el siguiente video:

julioprofe. (2013, 28 de enero). DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS -
Ejercicio 4 [Archivo de video]. Recuperado

de https://www.youtube.com/watch?v=xePJNWPKSaQ

7.1 Reconociendo poligonos

o Clasificar paralelogramos.

e Lasuma de las medidas de los angulos de un cuadrilatero.

o Propiedades de los paralelogramos: problema tipo 2.

¢ Clasificar cuadrilateros: problema avanzado.

e Propiedades de los rombos.

e La suma de las medidas de &ngulos interiores en un poligono convexo.
e Medidas de los &ngulos interiores y exteriores en un poligono regular.

Realiza lo siguiente en la explicacién de clase:
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¢ Inicia explicando los diferentes tipos de poligonos que existen.

¢ Realiza una lluvia de ideas de las diferentes figuras que conocen y si pueden ser 0 no

poligonos.

Ejemplo de ALEKS:

L Problema Otra explicacion J Siguiente problema =

La medida de cada dngulo interior de un poligono regular es 108%, Hallar el nimero de lados.

EXPLICACION
Cualquier poligono regular es un poligono convexo. En un poligono convexo de u lados, la suma S de las medidas de los
angulos interiores es

S§=180(n—2).

En un poligeno regular, cada uno de los i1 angulos intericres tiene la misma medida. Para hallar la medida de cada uno,
dividimos la suma de las medidas de los angulos entre n:
180(n—2

. .

Medida de cada dngulo interior =

Sabemos que cada angulo interior mide 108°. Utilizamos este valor en |a ecuacion anterior y resolvemos para n:

180(n—2)
n

108 =

108n = 180(n—2)

1081 = 180n—360
180n—108n = 360
360

72

n=

n =35

8.1 Teoremas de congruencia y semejanza

¢ Identificar y nombrar partes congruentes de triangulos congruentes.
e |dentificar y nombrar angulos congruentes.
e Pruebas con tridngulos congruentes: problema tipo 1.

e Demostraciones que involucran triangulos congruentes: problema tipo 4.

e Tridngulos rectangulos semejantes.
e Tridngulos y rectas paralelas.

e Hallar las medidas de los angulos de un tridngulo dados dos angulos de un

triangulo semejante.

=
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8.2 Teoremas de Pitagoras y Tales

e Introduccién al teorema de Pitagoras.

e Teorema de Pitdgoras.

e Uso repetido del teorema de Pitdgoras.

e Utilizar el teorema de Pitagoras para encontrar la distancia en una cuadricula.
¢ Medidas indirectas.

Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

¢ Inicia el tema presentando los conceptos de congruencia y semejanza. Establece la
diferencia entre estos dos conceptos.

e Demuestra los postulados de los dos conceptos.

e Utiliza el teorema de Tales de Mileto cuando dos tridngulos son semejantes.

e Enfatiza la importancia del teorema de Pitdgoras para la resoluciéon de triangulos

rectangulos.

Algunos ejercicios de ALEKS se presentan de la siguiente manera:

‘. 0 . )
\ Problema Siguiente problema =

Demostraciones que involucran triangulos congruentes: Problema tipo 4

PREGUNTA

Utilizar la informacién dada para demostrar que AD = CD.

5 -
Dado: BD 1L AC
BD bisects ~ABC
C Demostrar: AD = E
EXPLICACION

En estas demostraciones, siempre vamos a demostrar primero que los triangulos son congruentes. Entonces vamos a
utilizar el principio PCTCC (Partes Correspondientes de Tridngulos Congruentes son Congruentes) para demostrar que
los segmentoes o dngules son congruentes.

Ademds debemos estar familiarizades con los siguientes:

La definicidn de bisector de un segmento.
La definicidn de bisectriz de un angule.

El teorema del punto medio.

La definicidon de perpendicular.

La definicién de mediatriz perpendicular.
Las propiedades de las rectas paralelas.
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Siguiente problema :

I0s segmentos o angulos son congruentes.
Ademas debemos estar familiarizados con los siguientes:

La definicidn de bisector de un segmento.

La definicién de bisectriz de un angulo.

El teorema del punto medio.

La definicion de perpendicular.

La definicién de mediatriz perpendicular.

Las propiedades de las rectas paralelas.

Las propiedades de los dngulos opuestos por el vértice.

En este problema queremos demostrar que 4D = CD. Fijandonos en la figura podemos observar que estos
segmentos son lados de A4ADB y ACD B respectivamente. Asi que, si podemos demostrar que AADB = ACDB,

entonces AD y CD son lados correspondientes y, por lo tanto, AD = CD por |z propiedad PCTCC.

Para demostrar que A4 DB = ACDB, procedemos de la siguiente manera. Sabemos que

BD 1 AC. Por la definicién de una perpendicular, 24ADBy ~CDBE son dngulos rectos vy, A

por lo tanto, son congruentes. Ademas, ya que BD bisecz a £ ABC, los dangulos ~ ABD
y £ CBD son congruentes por |a definicion de una bisectriz. Aun mas, la propiedad

reflexiva de la congruencia nos da que BD = BD . Estas tres congruencias estan D

sefialadas en |la Figura 1. Fijdndonos en esta figura, vemos que podemos utilizar el
postulado ALA para concluir que los triangulos son congruentes.

Asi que, una manera de demostrar que AD = CD es como sigue a continuacion: c

- Figura 1
1. Comenzamos con el primer date: BD L AC.

2. Por la definicion de una perpendicular, 1a proposicion 1 implica que < 4 DB es un dngulo recto.
3. Por la definicién de una perpendicular, la proposicién 1 también implica que 2 ADBE es un angulo recto.

Siguiente problema >

6

. Por la definicién de una bisectriz, la proposicion 5 implica que 2z ABD = ~CBD.

~

. Alin m3s, la propiedad reflexiva de |a congruencia nos da que BD = BD.

w

. Las proposiciones 4, 6 y 7 nos dicen que dos &ngulos y el lado entre ellos de un tridngulo son congruentes a dos
angulos y al lado entre ellos de otro triangulo. Por lo tanto, concluimoes que los dos tridngulos son congruentes por
el postulado de congruencia ALA. Para nombrar esta congruencia, debemos estar segures que los vértices
correspondientes estén en el mismo orden. Una forma correcta de hacer esto es A4DE = ACDB.

. En la proposicién 8 tenemos que AADB = ACDB. Por lo tanto, las partes correspondientes del A4 DB son

o

congruentes a las partes correspondientes del ACDB. En particular, podemos concluir que 4D = CD.

Una posible respuesta es:

@ RESPUESTA

Proposicion Razon Linea(s)_usada(s)
18D 1 ac Dado
2| £ADBis a right angle Definicién de perpendicular 1
3| «CDBis a right angle Definicion de perpendicular 1
4| 2£ADB = 2CDB ITodos los dngules rectos son = 2 3
5| BD bisects - ABC Dado
6| «ABD = «CBD Definicién de bisectriz de un dngulo 5
7 5 ™ 5 Propiedad de reflexividad
8| AADB = ACDB Postulado de congruencia ALA 4 6 7
5| ap = cD Propiedad PCTCC 8

9.1 Ley de senos
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e Resolver un triangulo con la ley de senos: problema tipo 1.
e Resolver un triangulo mediante la ley de seno: problema tipo 2.

9.2 Ley de cosenos

e Resolver un triangulo con la ley de los cosenos.

Ejemplos de ALEKS:

\:\ Problema Siguiente problema >

Resolver un triangulo con la ley de senos: Problema tipo 1

0 PREGUNTA

Consideremos el tridgulo A5 C como el que se muestra adelante, Supongamos que B=28°%, C=37°, ya=9. (La
figura no estd trazada a escala.) Resolver el tridngulo.

Redondear sus respuestas a la décima mas cercana.
Si hubiera mas de una solucion, utilizar el boton de "o".

@ EXPLICACION

Queremos hallar todas las medidas de los lados vy dngulos restantes.

Se nos dan dos 4ngulos y el lado que estos comparten. Este es el caso ALA (Angulo-Lado-Angulo).

Primero hallamos el dngulo A utilizando el hecho de que |z suma de las medidas de los dngulos de un tridngulo es 180°

Ya que B =287y C=37°, obtenemos lo siguiente.
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( Problema Siguiente problema >>

A+28°+37° = 180°
A4 = 180°—28°—37°
4 = 115°

Podemos hallar las longitudes de los lados restantes utilizando la ley de senos, que se puede escribir como sigue.

sind sinB sinC

utilizamos el otro dato dado que a =9, hallamos b como sigue.

a b
sind  sinB
9 b
sml115°  sm28°
9-5in28°
= Tsinlls®
b = 4.662..
b =47

De manera semejante, hallamos ¢ como sigue.

a _ ¢
sind  sinC
9 B c
sinll5°  sin37°
I: Problema Siguiente problema >>
a b 1
sind  sinB
9 b
sinll5°  sin2g°
b= 0 - siulgj
sin115°
b = 4.662..
b =47

De manera semejante, hallamos ¢ como sigue.

a c
sind  sinC
9 c
snll5°  sin37°
0-sin37°
°= sinl15°
c = 59763...
¢ = 6.0

@ RESPUESTA

A=115°, b=47, ¢=6.0

Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

e Inicia la clase haciendo una reflexion sobre la diferencia que existe entre un triAngulo
rectangulo y un triangulo oblicuangulo.

e Motiva a los alumnos a investigar las diferentes aplicaciones que tienen los triAngulos
oblicuangulos.

e Presenta ejemplos de aplicacién al mundo real.
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Podemos dar el siguiente ejemplo:

Jorge observo que se forma un angulo de 15 desde un punto P en el suelo hasta la copa de
un arbol, pero si avanza horizontalmente 20 metros hacia el arbol a un punto Q, el angulo que
se forma es de 25°. ;Cudl es la altura del arbol?
Comenzamos haciendo un dibujo de la situacion:

T

[[']{1.1 YV

15°
P ) R

20 m
Dado que los angulos LRQT y LTQP gon suplementarios y LRQT mige 25°, se sigue

que LT QP mide 155°. Ahora gue conocemos dos angulos internos del triangulo PQT
, podemos calcular la medida del angulo LPQT.

ZPQT = 1807 — 15 — 155" = 10°

Ahora podemos aplicar la ley de senos para calcular la medida del lado ﬁ:
QT 20 20 sin(15°)
41 =] = 41 %] :::, |QT| = ] ]
sin(15%)  sin(10%) sin(107)

==z 29.81 metros

Ahora podemos calcular la longitud del segmento QR aplicando la definicion de la funcion
coseno en el triangulo rectangulo QRT .

|QR| = |QT| cos(25°) = 29.81 cos(25°) = 27.02 metros

Finalmente, podemos aplicar el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo QRT para

calcular la altura del arbol. En este triangulo, la hipotenusa mide |QT| =29.81 y el cateto
conocido mide |@F| = 27.02

R = \/[QT? - QR
= +/(29.81)2 — (27.02)2
= /88R.64 — 730.08

12.59 metros

u

iY listo, hemos terminado!
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10.1 Modelos matemaéticos en tridngulos rectangulos

e Problema verbal que involucra el teorema de Pitagoras.
e Medidas indirectas.

10.2 Modelos mateméticos en triAngulos oblicuangulos

e Resolver un problema verbal utilizando la ley de seno.
e Resolver un problema verbal utilizando la ley de los cosenos.

Puedes utilizar el siguiente ejemplo de nuestra plataforma tecnoldgica. Al igual que en modelos
matematicos en triAngulos rectangulos, revisemos un ejemplo para su mejor comprension.

Problema:

Dos automaviles parten del mismo punto en distintas direcciones. El primero de ellos viaja en
direccién al noroeste a una distancia de 80 km. El segundo se detuvo a 30 km del punto de
origen y su recorrido fue hacia el este del punto de partida. Calcula la distancia a la que se
encuentran ambos vehiculos.

Solucién:

1. Realiza un dibujo que ayude a representar los datos del problema.

2. Esrecomendable llenar los datos en una tabla, relacionando siempre el angulo con su
respectivo lado opuesto.

A=135° =
= b=30
= c =80
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3. Este paso anterior le servira al alumno para reconocer que cuando no tenga la
informacién de la magnitud de un angulo y su correspondiente lado, se debera utilizar
la ley de cosenos.

4. Para calcular a, se utilizara la férmula a?= b2+c2-2bcCosA

5. Sustituyendo los valores conocidos, tenemos lo siguiente:

a =(30)" +(80)° - 2(30)80)Cos135°

a =1069411
a=-+/1069411
a=10341Em

Realiza lo siguiente en la explicacién de clase:

e Puedes iniciar la clase haciendo una reflexion sobre la importancia de los modelos
matematicos en triangulos rectangulos y oblicuangulos.

e Se sugiere que expliques las condiciones bajo las cuales se definen este tipo de
modelos.

La probabilidad y estadistica corresponden a otra de las ramas de las matematicas que
trabajaremos en estos temas. Al finalizar el mddulo, estamos seguros de que le quedara claro
al alumno la importancia de los temas y su gran utilidad para la toma de decisiones.

11.1 Conceptos basicos de estadistica

e |dentificar preguntas estadisticas.
e Elegir el método apropiado para recolectar datos: problema tipo 1.
e Elegir el método apropiado para recolectar datos: problema tipo 2.

Puedes comenzar explicando lo siguiente:

La rama de las matematicas que se dedica a la recoleccion, organizacion, presentacion, analisis
de datos, asi como la interpretacion de estos, es la estadistica.

La estadistica se divide en estadistica descriptiva (recopila por medio de encuestas y
presenta y describe los datos de una muestra mediante tablas o graficas) y estadistica
inferencial (interpreta los valores resultantes por medio de estimaciones o predicciones con la
finalidad de ayudar en la toma de decisiones).
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Debido a que todas las disciplinas tienen un vocabulario propio, es conveniente que el alumno
se familiarice con los siguientes términos:

Muestra Variable

Poblacion ‘
Variable

’ cualitativa

Estadistico

Parametro i \

Dato

Variable
cuantitativa

Experimento

Imagen obtenida de la plataforma tecnoldgica de Universidad TecMilenio.

12.1 Media, mediana y moda

e Moda de un conjunto de datos.

¢ Hallar la moday el rango de un conjunto de datos.

¢ Media de un conjunto de datos.

e Caélculos que involucran la media, el tamafio de la muestray la suma de un conjunto
de datos.

e Mediay mediana de un conjunto de datos.

e Seleccionar la mejor medida para describir un conjunto de datos.

e Cambiar un valor afecta la media y la mediana de un conjunto de datos.

Realiza lo siguiente en la explicacion de clase:

¢ Inicia la clase con la definicion del concepto de media, mediana y moda.
e Explica los diferentes tipos de datos: agrupados y no agrupados.

¢ Revisa los siguientes videos con los alumnos:

e Para conocer mas sobre la media, observa el siguiente video:

Math2me. (2010, 22 de junio). Media aritmética (promedio) [Archivo de video].
Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=EItGsbhU510U
Para conocer mas los conceptos basicos en estadistica, revisa el siguiente video:
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EduMates. (2011, 16 de noviembre). hm1.15 Estadistica [Archivo de video]. Recuperado
de https://youtu.be/pBvz5jgFBHE

e Para conocer mas sobre los tipos de muestra y muestreo, revisa el siguiente video:

Jean Zapata Rojas. (2014, 23 de septiembre). Técnicas de muestreo [Archivo de
video]. Recuperado de https://youtu.be/gyGQ gieVKM

e Para conocer mas sobre las medidas de tendencia central, revisa el siguiente video:

KhanAcademyEspafiol. (2013, 14 de mayo). Introducciéon a la estadistica media,
mediana y moda [Archivo de video]. Recuperado de https://youtu.be/SNKQ4ANXPWEI

e Para conocer mas sobre las medidas de tendencia central, revisa el siguiente video:

MsRosalia83. (2011, 23 de mayo). med. tendencia central.wmv [Archivo de video].
Recuperado de https://youtu.be/Yi9tmJrBCVM

e Para conocer mas sobre las medidas de tendencia central, revisa el siguiente video:

Tareasplus. (2012, 27 de diciembre). Medidas de tendencia central. Ejemplo 1 [Archivo
de video]. Recuperado de https://youtu.be/S0sVP rUt9s

Ejercicio establecido en ALEKS:

Siguiente problema >z

La media y la mediana de un conjunto de datos

e PREGUNTA

Cada uno de los 5 gatos en una tienda de mascotas fue pesado. Aqui estan los pesos (en libras):
11,14.16.15.9

Hallar la mediana y la media del peso de estos gatos.

Si fuera necesario, redondear las respuestas a la décima mas cercana.

@ EXPLICACION

* Mediana
Primero ponemos los nimeros en orden.

9 11 14 15 16

La mediana es un valor que divide esta lista a la mitad.
Hay 5 numeros en esta lista.

Puesto que 5 es impar, la mediana es el nimero de en medio.

9 11.15 16
*—-.-—-'*—-.-—-'

2 valores | 2 valores
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mediana = 14

* Media
Hay 5 nimeros en esta lista.
La media es la suma dividida entre 5.

La suma de los nimeros es 11 +14+16+15+9 =65.
Al dividir entre 5, tenemos 65+5=13.

La media es 13.

@ RESPUESTA

Mediana Media

14 libras 13 libras

11.1 Frecuencias

¢ Media ponderada.

e Construir una tabla de frecuencias de dos variables: basico.
e Calcular un porcentaje a partir de una tabla de valores.

e Calcular frecuencias relativas en una tabla de contingencia.

Ejercicio de ALEKS:

f” . e .h\\
L Problema I Siguiente problema >:

Construir una tabla de frecuencias de dos variables: Basico

o PREGUNTA

A cada uno de sesenta y siete estudiantes de grados 7 y 8 se les preguntd: "é¢Cudl es su deporte favorito?"

Estas fueron las respuestas:

+ 12 estudiantes de séptimo grado y 6 de octavo eligieron "Futbol”.
+ O estudiantes de séptimo grado y 11 de octavo eligieron "Tenis".
+ 15 estudiantes de séptimo grado y 14 de octavo eligieron "Béishol”.

Construir una tabla de frecuencia de dos variables para los datos.

Futbol | Tenis | Béisbal

Séptimo grado |:| |:| D

Octavo grado |:| |:| D

@ EXPLICACION

Una tabla de frecuencias de dos variables es una manera de mantener un registro de la infomacion dada.

« Fijémoncs en el primer dato dado.
12 estudiantes de séptimo grado y 6 de octavo eligieron "Fuatbol”.

Ingresamos 12 en la casilla que corresponde a los dos grupos: "Séptimo grado” y "Futhal”.
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f’/ -“\
\ Problema Siguiente problema >>

L peinive o e e e
12 estudiantes de séptimo grado y 6 de octavo eligieron "Fatbol”.

Ingresamos 12 en la casilla que corresponde a los dos grupos: "Séptimo grado” y "Futbol".

Futbol | Tenis | Béisbol

Séptimo grado 12 D D

Octavo grado D D D

De la misma manera ingresamos 6 en la casilla que corresponde a los dos grupos: "Octavo grado” y "Fatbol".

Futbol | Tenis | Béisbol

Séptimo grado 12 D D

Octavo grado [ D D

* Ahora vamos a fijarnos en el segundo dato dado.
9 estudiantes de séptimo grado y 11 de octavo eligieron "Tenis".

Ingresamos 9 en la casillz para "Séptimo grado” y "Tenis".

Ingresamos 11 en Ia casilla para "Octavo grado” y "Tenis".

Fatbal | Tenis | Béisbol

Séptimo grado 12 9 D

Octavo grado 6 11 [

* Esta es el tercer dato dado.
15 estudiantes de séptimo grade y 14 de octavo eligieron "Béisbol".

Ingresamos 13 en |a casilla para "Séptimo grado” y "Béisbol".
Ingresamos 14 en |a casilla para "Octavo grado” y "Béisbol".

Futbol | Tenis | Béisbol

i

Séptimo grado 12 9 1

Octavo grado 6 11 14

Hemos llenado todas las casillas; por lo tanto hemos terminado.

@ RESPUESTA

Fatbol | Tenis | Béisbol

Séptimo grado 12 9 15
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14.1 Principios béasicos de probabilidad

o Clasificar probabilidad.

e Determinar el espacio muestral y los resultados de un suceso elemental.
o Determinar el espacio muestral de un suceso compuesto.

e Principio fundamental de conteo.

14.2 Operaciones basicas con conjuntos

e Unidn e interseccién de conjuntos finitos.

¢ Introduccién a la probabilidad de un suceso.

e Probabilidad de un suceso.

¢ Interpretacion de un diagrama de Venn de tres conjuntos.
e Diagrama de Venn: problemas verbales.

Realiza lo siguiente en la explicacién de clase:

¢ Inicia el tema dando una explicacion sobre lo que es la probabilidad.

Se puede utilizar la explicacion que nos da la plataforma tecnolégica de Tecmilenio:

Partiendo de que la probabilidad es la oportunidad de que algo pueda suceder, la podriamos
definir como la razén de los casos favorables entre los casos totales.

Los valores de la probabilidad siempre son entre cero y uno, incluyendo también a estos
nameros.

Entre los conceptos basicos con los que se requiere estar familiarizados se encuentran los
siguientes:

Experimento Evento
Conceptos
basicos
Espacio Punto
muestral muestral
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Les puede sugerir a sus alumnos que vean los siguientes videos para reforzar los conceptos
vistos en este tema.

Para conocer mas sobre probabilidad, revisa el siguiente video:

Educatina. (2012, 16 de enero). Probabilidad basica - Probabilidad y estadistica -
Educatina [Archivo de video]. Recuperado de https://youtu.be/kK4uvkPjly0

Para conocer mas sobre las medidas de dispersion, revisa el siguiente video:

Tareasplus. (2013, 3 de enero). Medidas de dispersion. Rango, desviaciobn media, varianza y
desviacion estandar [Archivo de video]. Recuperado de https://youtu.be/ZTcUztM5UWs

Para conocer mas sobre las medidas de dispersion, revisa el siguiente video:

Videos de Matematica - QuidiMat - Guillermo. (2014, 22 de julio). OPERACIONES CON TRES
CONJUNTOS - REUNION, INTERSECCION, DIFERENCIA Y COMPLEMENTO - DIAGRAMA
DE [Archivo de video]. Recuperado de https://youtu.be/yZ-6-YOQdpVA

15.1 Leyes aditiva y multiplicativa

¢ Introduccién a la probabilidad de un suceso.

o Probabilidad de sucesos independientes.

¢ Probabilidad de sucesos dependientes.

e Probabilidad de la union de dos sucesos.

¢ Probabilidades de intersecciones y uniones: problemas verbales.
e Sucesos independientes: basico.

¢ Probabilidad de una unién: basico.

e Probabilidad condicional: basico.

15.2 Permutaciones y combinaciones

e Introduccién a las permutaciones y combinaciones.

o Problemas verbales con permutaciones.

e Problemas verbales con combinaciones.

¢ Permutaciones, combinaciones y el principio fundamental de conteo.
e Permutaciones y combinaciones: problema tipo 1.

En ALEKS, se muestra el siguiente ejemplo:
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Siguiente problema >

Permutaciones y combinaciones: Problema tipo 1 £

o PREGUNTA

éCudntas maneras existen para seleccionar 6 colores sin reemplazo, de 9 colores diferentes, si

(a) el orden de las selecciones es relevante?
(b) el orden de las selecciones no es relevante?

@ EXPLICACION

Informacion Preliminar:

Una permutacién de i objetos tomando r a la vez es un arreglo de r de los i objetos en orden.

Una permutacion es obtenida cuando » objetos son seleccionados de 1 objetos sin reemplazo y el orden de las
selecciones es relevante.

Por ejemplo: XZW, YXZ y ZYX son diferentes permutaciones de W, X, Y y Z tomando tres a la vez.

Observe que YXZ y ZYX tienen las mismas tres letras, pero son permutaciones distintas porque los ocrdenes de sus
letras son diferentes.

El ndimero de permutaciones de n objetos tomando 7 a la vez es dado por la siguiente férmula:

n!

(n—r)!

Este nimero es a menudo denotado como nPr' (_)

Observe que esta formula estad escrita usando notacion factorial.

Una combinacién de n objetos tomando r a la vez es un arreglo no ordenado de r de los 1 objetos.

Una combinacién es obtenida cuando » objetos son seleccionados de n objetos sin reemplazo y el orden de las
selecciones no es relevante.

Observe: en el ejemplo de arriba, YXZ y ZYX son la misma combinacion porque ambas estdn constituidas por las
mismas letras (X, Yy Z).

El nimero de combinaciones de n objetos tomando r a la vez es dado por la siguiente formula:

r!(n;r)!

Este ndmero es a menudo denotado como ,C,. C_)

En este problema:

(a) Se nos pregunta cuantas maneras existen de seleccionar 6 colores sin reemplazo de 9 colores cuando el orden de
las selecciones es relevante.

Ya que el orden de las selecciones es relevante vamos a contar permutaciones.
En particular, vamos a contar el nimero de permutaciones de 9 colores tomando 6 a la vez.

!
Usando la férmula ﬁ con n =9y =6 obtenemos lo siguiente:
n—r)!
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oPs= =60.480

9!
(9-6)!

(b) Se nos pregunta cuantas maneras existen de seleccionar 6 colores sin reemplazo de 9 colores cuando el orden de
las selecciones no es relevante.

Ya que el orden de las selecciones no es relevante vamos a contar combinaciones.

En particular, vamos a contar el numero de combinaciones de 9 colores tomando 6 a la vez.
!

Usando la formula m con n =9y r =0 obtenemos lo siguiente:

9!
Co=———— =84
9767 g1(o—6)!

Observe que hay mas permutaciones que combinaciones.
Aqui estd la respuesta:
RESPUESTA

(a) el orden es relevante: 60,480
(b) el orden no es relevante: 84

Validacién de conocimientos para profesores

Para comprobar tus conocimientos sobre la imparticion de este curso, contesta las siguientes preguntas
y entrega las respuestas por medio del siguiente espacio:
https://utmedu.sharepoint.com/sites/pa/Lists/Capacitaciones/Item/newifs.aspx

©oNoOTOM~MONE

¢ Qué es ALEKS?

¢, Qué licencia tienen que comprar los alumnos?

¢, Donde encuentro el instructivo de compra para los alumnos?

¢, Donde encuentro recomendaciones para impartir el curso?

¢En dénde o a quién reporto un error detectado en ALEKS?

¢ Cuantas semanas son de clase en el semestre y tetramestre?

¢En qué semanas son los examenes parciales, de medio término y el examen final?
¢ Tengo que capturar las calificaciones en Banner?

¢, Cuales son los recursos de apoyo con los que cuenta el docente?

10 ¢, Cuales son los cédigos que debe conocer el alumno?
11. Al ingresar a su curso como profesor ¢ Qué se tiene que realizar o ajustar?

Estimado profesor, espero que estas notas de ensefianza sean de utilidad para ti y que
orienten tu trabajo.

Saludos cordiales.
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